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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit un entier n ∈ N∗. Montrer qu’il existe (an, bn) ∈ Z2 tels que (1 +
√
2)n = an +

√
2bn.

Montrer ensuite que les entiers an et bn sont premiers entre eux.

Solution : Par le binôme :
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Il suffit de poser
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De la même façon, on montre l’existence de (cn, dn) ∈ Z2 tels que (
√
2 − 1)n = cn +

√
dn. En

effectuant le produit,

1 = (
√
2− 1)n(

√
2 + 1)n = ancn + 2bndn +

√
2(bncn + dnan)

Mais puisque dans le Q-espace vectoriel R, le système (1,
√
2) est libre, il vient que bncn+andn = 0

et donc on obtient une relation de Bézout entre les entiers an et bn :

cnan + 2dnbn = 1

ce qui montre que les entiers an et bn sont premiers entre eux.
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