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Exercice 0.1 Pas de titre

Soit un nombre premier p ∈ P . Montrer que

(p− 1)! ≡ −1 [p]

Solution : Raisonnons dans l’anneau (Z/pZ,+,×) et calculons la classe de (p− 1)! = (p− 1)×
(p− 2)× · · · × 1. Comme p est un nombre premier, l’ensemble des éléments inversibles de Z/pZ
est Up = Z/pZ \ {0}. La classe de (p − 1)! est donc le produit de tous les éléments du groupe
Up. Écrivons Up = S ∪ P où P est l’ensemble des éléments qui sont leur propre symétrique (pour
la multiplication) et S est l’ensemble des éléments qui ne sont pas leur propre symétrique. En
groupant les éléments de S deux par deux, leur produit donne 1. Donc

(p− 1)! =
∏

u∈P

u

Cherchons donc les éléments de Up qui sont leur propre symétrique. Soit u ∈ P , on doit avoir
u2 = 1 donc (u − 1)(u + 1) = 0. Or comme Z/pZ est un corps, on doit avoir u = 1 ou u = −1.
Par conséquent,

(p− 1)! = 1× (−1) = −1

et donc (p− 1)! ≡ −1 [p].
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