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Exercice 0.1 * * Pas de titre
Soient Hy et Hy deux sous-groupes du groupe (Z,+). On définit ’ensemble

H, + Ho :{h1+h2 | (hl,hz) € Hy XHQ}

1. Montrer que Hy + Hj est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-groupe de (Z,4+) qui
contient la partie Hy U Hs ;

2. Déterminer le sous-groupe 47 + 67 ;

3. Comment interpréter I'inclusion aZ U bZ C c¢Z en termes de divisibilité ?

Solution :

1. On vérifie facilement que Hy+ Ho est un sous-groupe de (Z, +). Il contient de plus clairement
H, et Hy et donc Hy U Ho. Montrons que c’est le plus petit sous-groupe de (Z,+) a vérifier
cette propriété. Soit H' un sous-groupe de (Z,+) qui contient HyUH. Alors H' doit contenir
toutes les sommes hy + hy avec hy € Hy et ho € Hy. Donc H C H'.

2. Déterminons le sous-groupe H = 47+ 67Z. Ces élements sont de la forme 4a+6b avec a,b € Z.
Comme 4 N\ 6 = 2, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u,v € Z tels que 4u + 6v = 2
donc pour tout k € Z, 4uk + 6vk = 2k et H contient tous les entiers pairs. Réciproquement,

tout élément de H est pair donc |47 + 67 = 27 |.

3. En suivant le méme raisonnement que précédemment, on pourrait montrer que aZ + bZ =
(a Ab)Z donc aZ UbZ C cZ si et seulement si ¢ | a A b.
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