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Exercice 0.1 ) & ¢ Pas de titre

o) H 1C

On a tracé le cercle le cercle trigonométrique dans un repére orthonormé direct. L’angle «
est mesuré en radians. Les triangles OAH et OBC' sont rectangles respectivement en H et C.
On rappelle que l'aire du secteur angulaire OAC est «/2.

1. Calculer Iaire du triangle OAC. En déduire que : Vo € 10,7/2], 0<sina < a.

2. Montrer que pour o € ]0,7/2], on a 1 > cos’>a > 1 — o?. En déduire que lirnocosa =1.
a—r

3. Calculer laire du triangle OBC'. En déduire les inégalités : Yo € |0, 7/2], sina < a <

tan a.
tan o

sin «v
4. Déduire des questions précédentes que l1m0 —— =1 et que lm}J = 1. On prouve
Q

@
ainsi que sin et tan sont dérivables en 0. Expliquer pourquoi.
5. Pour a € [0,7/2], Etablir les inégalités :

O§6052a§cosa, Ogl—cosagsin2a et 0<1—cosa<a?



1 _ Q
6. En déduire lim ﬂ.
a—0 [e%
... cos(a+h)—cos . sl + h) — cos .
7. En déduire lim s(a ) n et lim in (o ) e Quelle propriété importante
h—0 h h—0 h

de cos et sin vient-on de prouver ?

Solution :
1.

L’aire du triangle OAH est donnée par M = s1a Giq € ]0,m/2] alors le triangle

OAH n’est pas plat et son aire est > 0 donc sina > 0. Par ailleurs, le triangle OAH est

inclus dans le secteur angulaire OAC' et donc Sirz’o‘ < 5 ce qui prouve la seconde inégalité.

Soit a € 10, 7/2]. On utilise la question précédente. De 0 < sina < a, on tire 0 < sin® a < a?
car la fonction x — x? est croissante sur Ry. Donc 1 > 1 —sin?a > 1 — o2 ce qui donne
finalement 1 > cos? a > 1 — a?. Si a — 1, on en déduit grace au théoréme des gendarmes
que lim cosa = 1.

a—0

L’aire du triangle OBC' est % = ta% Comme le triangle AHC' est strictement inclus
dans le secteur OAC et que ce secteur est strictement inclus dans le triangle OBC, on en
déduit que sina < a < tan .

Soit « € 10,7/2]. On déduit de I'inégalité de la question 1. que 0 < % < 1. De méme,

no
> cosaw — 1. Par le théoréme des
«Q a—0t

. si
de tana > «, on tire sina > acosa et donc

sin «

gendarmes, on en déduit que lim
a—0t
sin o

La seconde limite est alors évidente. On reconnait que *>= est le taux d’accroissement de
sin en 0. Il admet alors une limite quand o — 0 et sin est dérivable en 0 de dérivée égale a
1. Idem pour tan.

= 1. En 07, on trouve la méme limite par parité.

On sait que 0 < cosa < 1 donc en multipliant par cos« qui est positif, on obtient la
premiére inégalité. On en déduit que 1 > 1 —cos? a > 1 — cos v et donc la seconde inégalité.
La derniére en découle en utilisant que sina < a.

On divise la derniére inégalité par o € 10, 7/2] :

1—cosa _ a?
<

0« ———< —=a——0
o} o} a—0+

. l—cosa A o . . l—cosa

donc lim = 0. Par parité, il s’ensuit que lim =0.
a—0+ a a—0 a
Grace aux formules d’addition et aux questions précédentes :
cos (@ + h) — cos cosh —1 . sinh .
=cosa—— —sina —— —sina
h h h h—=o0

On reconnait dans la premier terme de la ligne précédente le taux d’accroissement de cos en
«. On a prouvé qu’il tend vers sin a quand h — 0. Donc cos est dérivable en o de dérivée
—sina. On procéde de méme pour sin.
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