VF fermé dans R, 3 f € €°(R) : F = f~1(0). (part. 3)

Patrice Lassére!

! Université Paul Sabatier, Toulouse

7 avril 2023

Exercice 0.1 * VF fermé dans R, 3 f € €>°(R) : F = f~1(0). (part. 3)

Le but de cet exercice est la construction d’une fonction infiniment dérivable non identique-
ment nulle et nulle en dehors d’une intervalle fermé.

Etant donné f : R — R, on appelle support de f le plus petit fermé de R tel que f soit
nulle sur son complémentaire. Si le support est borné, on dit que f est a support compact. Soit
« un réel strictement positif, on définit la fonction H, sur R par

Ho(x) = {1/04, si z €]0,q],

0, sinon.

Soit (an)n une suite décroissante de réels strictement positifs telle que la série ) a, converge,
on note a sa somme. Pour m € N on désigne par 6", I'ensemble des fonctions de classe €™ sur
R a support inclu dans [0, al.

1) Soient f et g deux fonctions continues de R dans R ou possédant un nombre fini de
discontinuités et a support compact. On définit la fonction f x g pour x € R par

(f % 9)(@) = / F(gle — t)dt.

Montrer que f * g est une fonction a support compact et plus précidément si pour o, 8 € R%, f
(resp. g) est a support compact dans [0, ] (resp. [0, 5]), alors f % g est & support compact dans
[0, « + B]. Donner également une expression simple de

[ (£ xa)@de.

2) On définit la fonction uy par
uy = Hoy * He, .

Déterminer explicitement uy et en déduire my le plus grand entier tel que u; appartienne a 63, .
3) On définit maintenant la fonction uy par

Uk = Up—1 % Hq, .



Déterminer my, le plus grand entier tel que uy, appartienne a 6", .
4) Montrer que pour k > 2 et pour tout x € R, on a pour tout j < my,
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5) Montrer que pour tout couple d’entiers k, m supérieurs ou égaux a 2, et pour tout x € R,
ona:

Am+1 + "'+am+k

m(T) — Um <2
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6) Montrer que, quand k tends vers +o0o, la suite (uy)r converge uniformément sur R vers
une fonction u appartenant a 655,. Montrer également que

/R w(z)dz = 1.

| Solution :
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