L’inégalité Arithmético-Géométrique version améliorée via
Taylor-Lagrange
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Exercice 0.1 * L’inégalité Arithmético-Géométrique version améliorée
via Taylor-Lagrange
Pour z1,x2, ...z, € Ry on note

n
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) ) ) ¢ 9 x 9
n 1<i<n 1<i<n

Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a la fonction log et T, x; € [m, M| pour en déduire

exp(o?/2M?) < Ta < exp(o?/2m?).
Tg

Préciser le cas d’égalité.

Solution : Appliquons! donc a la fonction z +— log(x) la formule de Taylor-Lagrange en les
points? Ty, z; € [m,M], (1<i<n):

Ti —Tq (=T

Ta 2 [Tq + iz — To)]

log(x:) = log(Ta) +
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sommons pour 1 <1 < n ces égalités

log(zy ... z,) = nlog(Ty) + i (% — Ta)*
1...Tp a i:12[ﬂ—‘r9i($i—$_a)]2

que 'on peut encore écrire
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Ta + 0i(xi — Z2)]°

Il ne reste plus qu’a remarquer que m < T, + 0;(x; — To) < M, (1 << n) donne




ol encore

exp(0?/2M?) < =2 < exp(0?/2m?).(%)
Zg
Comme 1 < exp(0?/2M) on retrouve la forme classique de I'inégalité inégalité Arithmético-

Géomeétrique : T, < T, ; en outre (x) assure que T, = T, si et seulement si 0 = 0 iLe. si et
seulement si x1 = -+ = x,,.
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