Une fonction continue nulle part dérivable
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Exercice 0.1 * Une fonction continue nulle part dérivable

[1]; [2].

1. (Préliminaire) Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R une application dérivable
un point a € I montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

ft) = f(t2)  flua) — f(u2)

ty —t2 Uy — Uz

<e

pour tous t; < a < ta, u; < a < ug dans]a — d,a+ 4.
2. Soit G : R — R définie par G(z) = dist(x,Z) ; pour n € N on pose G(x) = dist(2"x, Z)
puis H(z) = ano 27"Gp ().
-Montrer que H € ¢°(R) et que la réunion des points de non dérivabilité des fonctions
G, est dense dans R.
Soient a € R, § > 0.
-Montrer qu’il existe k € N, r € Z tels que

r r+1

a—6<x1:2k<x2= ok

<a-+9d

et étudier la quantité
H() — f(z1) H(xz) — f(z1)

§—x1 To — 1

(ot & = (z1 + x2)/2) pour en déduire la non dérivabilité de H au point a.

Solution :
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