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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Étudier la fonction définie par f(x) = x

√

x− 1

x+ 1
.

Solution :

1. Nous déduisons du tableau de signe

x −∞ −1 1 +∞

x− 1 − − 0 +

x+ 1 − 0 + +
x− 1

x+ 1
+ − 0 +

que f est définie sur I = ]−∞,−1[ ∪ [1,+∞[.

2. f est dérivable sur ]−∞,−1[ ∪ ]1,+∞[ car la fonction racine carrée est dérivable sur
R

∗
+. Soit x un élément de cet ensemble. On trouve :

f ′ (x) =
x2 + x− 1

√

x− 1

x+ 1
(x+ 1)

2

.

f ′ est donc du signe de x2 + x− 1. Les racines de ce trinômes sont α =
(

−1 +
√
5
)

/2

et β =
(

−1−
√
5
)

/2. Seul α est dans le domaine de définition de f . Pour les limites,
on remarque que :

f (x) = x

√

1− 1

x

1 + 1

x

1



et donc lim
x→−∞

f (x) = −∞, lim
x→+∞

f (x) = +∞. Par limites usuelles, il est clair que

lim
x→−1−

f (x) = −∞. On en déduit de la tableau de variation suivant :

x −∞ α −1 1 +∞

f ′ (x) + 0 − +∞ +

f (x) −∞%
f (α)

&−∞ 0 %
+∞

3. Le graphe de f admet une branche infinie quand x → ±∞ et quand x → −1−.

—
f (x)

x
=

√

x− 1

x+ 1
=

√

1− 1

x

1 + 1

x

−−−−−→
x→±∞

1

et par multiplication par les quantités conjuguées,

f (x)−x = x

(

√

x− 1

x+ 1
− 1

)

= x

x− 1

x+ 1
− 1

√

x− 1

x+ 1
+ 1

=

−2x

x+ 1
√

x− 1

x+ 1
+ 1

=

−2

1 + 1

x
√

1− 1

x

1 + 1

x

+ 1

−−−−−→
x→±∞

−1

La droite d’équation y = x− 1 est donc asymptote à la courbe au voisinage de
+∞ et −∞.

— On a une asymptote verticale au voisinage de −1 d’équation x = −1.

4. On en déduit le graphe de f :
y = f(x)

y = x− 1

x = −1

1

1

α

f(α)
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