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Exercice 0.1 * Equicontinuité

1. Pour n € N on pose fp(x) = sin(nz); étudier I'équicontinuité sur [0,1] de la suite de
fonctions (fp)n.

2. Soient X un espace métrique, (fy,), C € (X). Démontrer que si la suite (f,,)n est équicon-
tinue en un point x € X alors, pour toute suite (x,,), dans X convergente vers x la suite
(fn(xn)— fn(x))n converge vers 0. En déduire que la suite de terme général f,(x) = sin(nx)
n’est équicontinue en aucun point xr € R.

3. On munit Pespace €, (R, R) des fonctions continues et bornées sur R, de la norme « sup »
et soit dans €,(R4,R) la suite de terme général

fo(x) =sinvax +4n2n2, xRy, neN.

- Montrer que la suite (f,)n est uniformément équicontinue sur R .

- Montrer que (fy)n est simplement convergente sur R, vers f = 0 et que f,(R) est
relativement compact pour tout entier n.

- Supposons (fy,) relativement compacte dans 6,(R..,R), montrer qu’elle converge uni-
formément sur Ry . En déduire que (fy,), n’est pas relativement compacte dans €,(R4, R).

| Solution : |
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