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Exercice 0.1 ⋆ Preuve probabiliste du théorème d’approximation de

Bernstein

[1], [2].
Pour f ∈ C 0([0, 1]), Bn désigne le n-ième polynôme de Bernstein associé à f , il est défini par

Bn(f, x) =

n
∑

k=0

f

(

k

n

)(

n

k

)

xk(1− x)n−k.

(avec la convention 00 = 1). Soit, sur un espace probabilisé (Ω,A , P ) et pour x ∈ [0, 1] une suite
(Xn)n de variables aléatoire indépendantes suivant une même loi de Bernoulli de paramètre x.
On note

Sn =

n
∑

k=1

Xk.

1. Déterminer la moyenne E

[

f

(

Sn

n

)]

.

2. Pour ε > 0 on pose

δ(ε) = sup { |f(x)− f(y)| : x, y ∈ [0, 1], |x− y| ≤ ε } .

Démontrer que

sup
x∈[0,1]

|Bn(f, x) − f(x)| ≤ δ(ε) +
2‖f‖∞
nε2

et en déduire que la suite (Bn(f, ·))n converge uniformément sur [0, 1] vers f .

Solution :

1. La suite (Xn)n étant une suite de variables aléatoire indépendantes suivant une même loi
de Bernoulli de paramètre x il est bien connu ([2]-1, proposition 3-15) que Sn suit une loi
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binomiale de B(n, x). Par le théorème du transfert ([2]-1, théorème 5-2)

E

[
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)]
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∑
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)

P (Sn = k)

=

n
∑

k=0

f

(

k

n

)(

n

k

)

xk(1− x)n−k

= Bn(f, x).

2. Soit x ∈ [0, 1].

|Bn(f, x)− f(x)| =
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− f(x)
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≤ δ(ε) · P

(
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+ 2‖f‖∞ · P

(
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n
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∣
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)

δ(ε) + 2‖f‖∞ · P
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∣
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n
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> ε

)

.

Alors, avec l’inégalité de Tchebichev 1 et sachant que 2 Sn →֒ B(n, x) :

P

(
∣

∣

∣

∣

Sn

n
− x

∣

∣

∣

∣

> ε

)

= P

(
∣

∣

∣

∣

Sn

n
− E(Sn/n)

∣

∣

∣

∣

> ε
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≤
Var(Sn)

n2ε2
=

nx(1 − x)

n2ε2
,

et ceci pour tout x ∈ [0, 1] et n ∈ N. Ainsi, pour tous ε > 0, n ∈ N

sup
x∈[0,1]

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ δ(ε) +
‖f‖∞
2nε2

.

soit
lim sup
n→∞

‖Bn − f‖∞ ≤ δ(ε), ∀ ε > 0.

f étant uniformément continue sur [0, 1] : limn δ(ε) = 0 i.e.

lim sup
n→∞

‖Bn − f‖∞ = lim
n→∞

‖Bn − f‖∞ = 0.

C.Q.F.D.
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