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Exercice 0.1 ⋆ La formule de Stirling via la loi de Poisson

[1], 2007-3.
Soit Xλ une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A , p) suivant une loi de

Poisson de paramètre λ > 0, i.e.

p(Xλ = k) =
λk

k!
e−λ, k ∈ N.

1. Calculer sa fonction caractéristique ϕXλ
et montrer que

Ik :=
kk

k!
e−λ =

1

2π

∫ π

−π

ek(e
iθ−1−iθ)dθ, ∀ k ∈ N.

2. En déduire la formule Stirling

k! ≃
(

k

e

)k

·
√
2πk.

Solution :

1. On a

ϕXλ
(θ) =

∞
∑

k=0

p(Xλ = k)eikθ = eλ(e
iθ−1).

La convergence uniforme sur R (par rapport à la variable θ) et donc sur [−π, π] assure une
intégration terme à terme pour en déduire que la série précédente est bien la série de Fourier
de ϕXλ

:

p(Xλ = k) =
1

2π

∫ π

−π

ϕXλ
(θ)e−ikθdθ, ∀λ > 0, k ∈ N.

En particulier, λ = k donne la formule désirée.
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2. Faisons le changement de variable y = θ
√
k dans Ik, il vient

Ik
√
k =

kk+1/2

k!
e−k =

1

2π

∫ π
√
k

−π
√
k

exp
[

k(eiy/
√
k − 1− iy/

√
k)
]

dy

=

∫

R

1[−π
√
k,π

√
k](y) exp

[

k(eiy/
√
k − 1− iy/

√
k)
]

dy.

Mais l’intégrande est simplement convergente sur R vers t 7→ e−t2/2 lorsque k → ∞ et on a
la domination

∣

∣

∣
exp

[

k(eiy/
√
k − 1− iy/

√
k)
]∣

∣

∣
= ek(cos(y/

√
k)−1) = e−2k sin2(y/2

√
k) ≤ e−2y2/π2

∈ L1(R)

donc par convergence dominée

lim
k→∞

Ik
√
k = lim

k→∞

kk+1/2

k!
e−k =

∫

R

e−t2/2dt =
√
2π,

et on retrouve bien la formule de Stirling.
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