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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit un entier n > 1. On considère l’équation

xxn

= n

1. Montrer qu’il existe une unique solution à cette équation.

2. Déterminer cette unique solution.

Solution :

1. Étudions à n fixé la fonction définie par

f(x) = xxn

− n = ex
n ln x

Elle est définie sur ]0,+∞[, dérivable sur cet intervalle et ∀x ∈ I,

f ′(x) = xn−1ex
n ln x [n lnx+ 1]

La dérivée s’annule en un seul point x0 = e−1/n < 1. On en déduit en écrivant le tableau de
variations de f que f présente un minimum en x0 avec f(x0) = e−1/(en)−n. Par conséquent,
puisque f(x) −−−−−−→

x→0+→1
−n < n, et que f(x) −−−−−−−→

x→+∞→+
∞, la fonction ne s’annule qu’une

fois en un point x1 > x0.

2. Puisque f(n1/n) = 0, en en déduit que la seule solution de l’équation vaut n1/n.
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