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Exercice 0.1 * Nombre de points & coordonnées entiéres dans un
disque, comportement au bord d’une série entiére
Soient pour n € N,

D,, := Bg2(0,n), py, := card (D,, N Z?%), p;} := card (D, NN?).

1. Montrer que
2 + 2
~ mn° et ~ an”/4.
Pn n—+00 Pn n—+00 /

2. En déduire que

i (1 225 g = VT
-

3. En déduire que

Solution :

1. A tout point p = (z,y) € Z?* associons C(p) le carré plein centré en p dont les cotés de
longueur 1 sont paralléles aux axes. On vérifie facilement que si p # p’ € Z? alors I'aire de
C(p) N C(p') est nulle. Posons alors :

Am)= | cw), Bm= | cw, cm= | <o
pEZ? pEZ2ND(n) pEZ?
C(p)CD(n) C(p)ND(n)#0

Visiblement A(n) C B(n) C C(n), et par construction méme, laire de B(n) est précisément
pn. En outre comme

D(n—2)C A(n) C B(n) C C(n) C D(n+2)

(car 2 > /2 ) nous pouvons écrire

m(n —2)° < p(n) < n(n +2)°




soit pp, ~ 7nZ.

n—oo
Maintenant, remarquons que dans D(n), les points a coordonnées entiéres sur les axes sont
au plus 4n = o(n?) donc négligeables par rapport a p,, : on peut donc ignorer ces points, des

7'1"fL2

arguments évidents de symétrie impliquent alors que  p} ~ p,/4 soit pf ~ T

. Pour |t| < 1, nous avons (produit de Cauchy)

() () -2 | & # |- S
n=0 n=0 k=0 l2l+r:1n§ljk k=0

ott q(k) désigne le nombre de couples (I,m) € N? tels que > + m? = k. Considérons alors
lapplication définie pour |t| < 1 par

o 2
G(t) = % (Zt”2> .
n=0

Nous pouvons écrire
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Maintenant, si I'on observe que Z q(k) = p*(Vd), on peut écrire
k=0

G(t) = i pH(VE)E.
k=0

wd
D’aprés la premiére question pt(vd) ~ T Considérons alors pour |t| < 1
n—oo

oo

H(t) :z%Z(n—l—l)t":g(l_lt)z.

n=0

Comme
m™n/4

LN
nl—>n<io7r(n—|—1)/4 ’




un théoréme classique (ref.... 7) implique que

2
G . fm 1 N1 (& e
Jm g =i (i) m(%t ) -1

soit encore -
St VT
= t—=1_ 2¢/1 —¢

Q.E.D.

3. Commencer par calculer la limite lorsque x tends vers 1_ et pour en déduire la limite en
—1 découper la somme en parties paire et impaires...
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