Une permutation qui conserve les séries convergentes
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Exercice 0.1 * Une permutation qui conserve les séries convergentes

[1] 1-2006.

On considére ’espace vectoriel . des suites a = (ay,), de nombres réels telles que la série
>0 an converge.

Soit m : N — N une permutation telle que pour tout a = (ax)§® € . la série )~ tr(k)
converge. On va montrer que

Zaﬂ(k) Zak, Vae V.
>

k=0
2. Montrer que les formes linéaires sur . ci-dessous sont continues

1. Montrer que ., muni de la norme ||al| = sup { } est un espace de Banach.

ne

U, : 2a— U, Zak,
T, YaaHT():an,
T : >da—T(a Zak

3. Montrer que I'application linéaire T, . 3 a > Tx(a) = (ax(x))r est continue.

4. En déduire que Z ay = Z Un(n), Va=(a,) €.
n=0 n=0

Solution :

1. On munit 'espace . des suites (ax,)3° de nombres réels telles que la série y ", aj, converge

de la norme
o
k=0

= sup
n>0




(., N) est (classique) un espace de Banach.

2. Les formes linéaires

U, : yBaHUn(a):Zak,
k=0

T, : “>awT,(a)=ay,
T YBa»—)T(a):Zak.
k=0

sont continues. Les inégalités |U,(a)| < N(a) assurent la continuité des U,, comme Ty =
Uo, T,, = U, —U,_1, (n > 1) les formes T,, sont aussi continues ; enfin T est continue puisque
par exemple |T'(a)| < 2N(a) (on peut aussi invoquer le théoréme de Banach-Steinhaus
puisque T'(a) = lim,, U, (a),Va € .%).
3. L’application linéaire Ty : . 3 ar> Tr(a) = (axu))r est continue.
Pour cela on applique le théoréme du graphe fermé : soit (a™),, une suite convergente dans
& de limite a = (ay);, telle que lim,, Tx(a") = b = (by)r dans .. Notons a" = (a})i. Par
continuité de Uy,
lim Uk(Tﬂ-(an)) = Uk(b) = bk, VkeN
mais
Uk(Tr(a")) = ay ), on a donc aussi limUy(Tx(a")) = lilgn A (k) = Or(k)
puisque lim,, a" = a, finalement by, = ar ), Yk € N, soit Tr(a) = b : T est bien continue.

4. Vu ce qui précéde T o T, — T est une forme linéaire continue sur . avec (T oT, —T)(a) =
>k Gn(k) — 2 k- 1l ne reste plus qu’a remarquer que pour toute suite a € . nulle a partir
d’un certain rang (T o T — T')(a) = 0 et comme ’ensemble de ces suites est dense dans .
par continuité T oT, — T =0 i.e.

oo

iaw(k):Zak, Vae .”.

k=0 k=0

C.Q.F.D.
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