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Exercice 0.1 * Séparabilité de [P(N), 1 <p<oo
Montrer que

1. IP(N) est séparable pour 1 < p < co.
2. 1*°(N) n’est pas séparable.

Solution : ‘ ‘
Posons pour tout j € N : E; := (&]); € IP(N) (ou §] est le symbole de Kronecker). Soit
X = (;); € IP(N), alors puisque p < oo on a

n oo 1/p
_ Bl = P
X Zoszl”p < Z | ) n:ZOO

1=n—+1

comme reste d’une série convergente. La famille (E;); est donc totale dans [P(N) qui est donc bien
(considérer comme toujours vectg{E;, jinN}) séparable.

Montrons par I'absurde® que [°°(N) n’est pas séparable, supposons donc qu’il existe dans
1°(N) une suite dense (X,,),. Soient A € Z#(N), xa : N — {0,1} la fonction indicatrice de A
et B = (xa(?)); € I°°(N). Par densité de (X,,), dans [*°(N) il existe n = n(A) € N tel que
|1Xn — Ealloo < 1/2 et désignons par n 4 le plus petit entier vérifiant cette propriété. Nous venons
de construire une application ¢ : P(N) > A — ¢(A) = ny et cette application est injective car
sin=mnas=ng

(1Bn — Eallo <1/2 & [|En — Eallo <1/2) = ([ Ea — EBllec <1)

qui implique immédiatement E4 = Ep soit ¢(A) = na = ng = ¢(B) : ¢ est bien injective. En
résumé, la séparabilité de [°°(N) permet de construire une injection de #(N) dans N ce qui est
absurde (Bernstein), d’ou le résultat.
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