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Exercice 0.1 ⋆ Opérateur de dérivation

[1], 1998/99.
Soit D : f ∈ C ∞(R) 7→ D(f) = f ′. Existe-t-il T ∈ L (C∞(R)) tel que T ◦ T = T 2 = D ?

Solution : Si un tel T existe, alors

ker(T 2) = ker(D),

mais ker(D) est l’ensemble des fonctions constantes, il est donc de dimension 1 et par suite
dimker(T 2) = 1 et T n’est pas injectif, donc

{0} $ ker(T ) ⊂ ker(T 2).

ker(T 2) étant de dimension 1, la seule alternative est ker(T ) = ker(T 2), qui implique aussitôt

ker(T p) = ker(T ), ∀p ∈ N⋆

et en particulier

ker(D2) = ker(T 4) = ker(T 2) = ker(D),

cependant
ker(D2) = {f ∈ C

∞(R) : f ′′ = 0}

est l’ensemble des fonction affines, donc de dimension 2 : tout ceci est donc absurde et un tel
opérateur ne peut exister.
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