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Exercice 0.1 ⋆ Forme faible du théorème de Müntz

[1]
Soit (λn)n une suite strictement croissante de réels positifs vérifiant











λ0 = 0

limn→∞ λn = +∞,
∑

n≥1
λ−1

n = +∞.

On considère E = vect{xλk , k ∈ N} le sous espace vectoriel de C 0([0, 1]), l’objectif est ici
de montrer le théorème de Müntz : sous ces hypothèses, E est dense dans C 0([0, 1]) pour la
topologie de la convergence uniforme sur [0, 1].

Pour cela, à tout m ∈ N
⋆ distinct de tous les λn, n ≥ 1 on associe la suite (Rn)n

dans C 0([0, 1]) définie par :

{

R0(x) = xm, x ∈ [0, 1]

Rn(x) = (λn −m)xλn

∫

1

x
Rn−1(t)t

−1−λndt, n ≥ 1, x ∈ [0, 1].

1. Montrer que pour tout n ∈ N, il existe une suite (an,k)
n
k=0

de réels telle que

Rn(x) = xm −
n
∑

k=0

an,kx
λk , x ∈ [0, 1].

2. Montrer que pour tout n ≥ 1 :

‖Rn‖∞ ≤ δn :=

n
∏

k=1

∣

∣

∣

∣

1−
m

λk

∣

∣

∣

∣

3. Montrer que la suite de fonctions
(
∑n

k=0
an,kx

λk

)

n
converge uniformément sur [0, 1] vers

em(x) = xm.

4. Conclure.
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