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Exercice 0.1 ⋆⋆ Inégalité de convexité

1. Montrer que :

∀x > −1, ln (1 + x) 6 x

2. En déduire que :

∀n > 1,
(
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n

)

n

6 e 6
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)

−n

Solution :

1. Il suffit, pour montrer cette inégalité, d’étudier les variations de θ :
{

]−1,+∞] −→ R

x 7−→ ln (1 + x)− x
.

2. Soit n > 1. Appliquant l’inégalité précédente avec x = 1

n
, on a : ln

(

1 + 1

n

)

6 1

n
ce qui

amène :

n ln
(

1 + 1

n

)

6 1 et, la fonction exponentielle étant strictement croissante : en ln(1+ 1
n
) 6 e.

Par conséquent :
(

1 + 1

n

)

n

6 e. De même, comme n > 1, − 1

n
> −1 et on peut appliquer la

première question avec x = −
1

n
, on obtient : ln

(

1− 1

n

)

6 −
1

n
. Multipliant les deux membres

de cette inégalité par −n, on a : −n ln
(

1− 1

n

)

> 1 et donc, passant comme précédemment

à l’exponentielle : e 6
(

1− 1

n

)

−n

.
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