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Exercice 0.1 * Une fonction entiére non constante mais bornée sur
toute droite passant par l’origine.
Bak & NEwWMAN, C.ZUILY REF. 77
On pose pour z € C

1. Montrer que f est bien définie et continue sur C.

2. Montrer que f est holomorphe sur C et y vérifie f(z) = f(Z).

3. On désigne par log la fonction logarithme définie dans le demi-plan U = {z = x + iy
x+y > 0} qui coincide avec le logarithme usuel sur le demi-axe réel positif et par w — w®
la fonction holomorphe sur U égale a exp(w log(w)). Soient enfin C, et C. les quarts de

cercles de rayon respectivement r et ¢ centrés a origine dans le premier quadrant. En
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intégrant la fonction w — ———= sur le contour ci-contre, montrer que
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4. Pour z = x + 1y avecy = 5 + C ou C > 0. Montrer que la premicre intégrale est majorée
par C~1 et en déduire que |f(z)] < C~1. Montrer que |f(z)| <1 pour |Im(z)| > .

5. Soit g(z) = f(z — 2imw). Montrer que g est bornée sur toute demi-droite issue de 'origine
et holomorphe sur C.

6. Montrer que lim |g(x + 2im)| = 400.
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