pour en déduire la valeur de ((2) =3, <, 77

Calcul de ((2) par la méthode des résidus
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Exercice 0.1 * Calcul de ((2) par la méthode des résidus

Appliquer convenablement le théoréme des résidus a la fonction méromorphe f(z) = w7z~ 2cotan(mz)
1

Solution : L’ensemble des poles de f est Z et apreés un calcul classique, le résidu de f a I'origine
2
vaut res(f,0) = —Z- et en un entier n € Z* : res(f,n) = .

résidus

Maintenant pour 7z = x + iy € C un petit calcul nous donne

soit, si z parcourt les cotés verticaux de vy

alors que sur les cotés horizontaux

si bien que z + |cotan(rz)| est uniformément (en N) )bornée sur tout contour vy par coth(%) et
par suite

Estimation qui assure

_n 1
3
Soit yn (N > 1) le contour rectangulaire de sommets (+1 +i)(N + 1), par le théoréme des

_W_2+2zizi F(2)dz = Ln.(%)
i ! 3 =

2w
n>1

|cotan(mz)|* = M
sin?(x) 4 sh*(y)’

12
sh™(y) <1

cota 2= =
| a(m2)) sin2(:v) + sh2(y)

1 + sh?(n(N + 1)) B 2 1 9, T
|cotan(rz)|? = N T %)i = coth”(m(N + 5)) < coth (5)

VN e N* If(2)] £ —75

8mcoth(Z)(N + 3)

— 0 si N = +oo0.
2r(N + 1)2 o >
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