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Exercice 0.1 * Etude de y' = exp(—zy)
([1]-107).

Montrer que la solution maximale f du probléme de Cauchy

y =exp(—zy), y0)=0 (&)

est impaire, définie sur R et admet en +o0o une limite l € [1,1+ 671].

Solution : - Redevable du théoréme de Cauchy-Lipschitz, le probléme de Cauchy (&) admet
une solution maximale f définie sur un intervalle ouvert I contenant 'origine.
- Pour z € —1I posons g(x) = —f(—z), g est encore solution de (&), f étant maximale :
—ICletf/ _=gsoit—I=1& f=gie. festimpaireetl]=]—a,afavec0 < a < +o0.
Sia < 400 de f'(x) = exp(—xzf(z)) sur I on peut dire que f est strictement croissante sur I.
On peut aussi dire que 0 < f’(z) < 1, avec f(0) = 0, et si on intégre cette inégalité sur [0, z] il
vient :

Veel, >0 =0< f(z) <z (k)

f est donc croissante sur I = [—a,,al, majorée par «, elle admet donc une limite en «_
vérifiant

0< lim f(x) =A<«
T—ro—

Il suffit maintenant de poser f(a) = A\ et de vérifier (sans peine) que ce prolongement qui
est C! fournit une solution de (&) sur | — o, a] qui contredit la maximalité de f (en effet par
Cauchy-Lipschitz, un tel phénoméne assure que la solution maximale est définie sur un intervalle
ouvert J contenant strictement | — «, «] (et donc I) ce qui contredit la définition de f...). En
conclusion, la solution maximale est bien définie sur R.

- Soit x > 1, f strictement croissante, positive sur [1,+oo[ implique

0 < f'(z) < exp(—zf(1)).

1! est donc intégrable sur [1,+o00[ et par suite f admet une limite [ en +oo (f(z) = fom fl()dt...).
Alors




(f'(2) = exp(—af(2) & fla) <l Vo>1) = (f(z) > exp(=al), ¢ > 1)

et

oo o0 1
= (l :/ f(t)dt > / exp(—tl)dt = 7) = [>1
0 0
Enfin, par le théoréme des valeurs intermédiaires il existe a > 0 tel que f(a) =1 :

z>a = f'(z)<exp(—z)

1-1= / f(t)dt < / e tdt=e"

mais, vu (%), 1 = f(a) < a, et finalement

ie.

1
<14 -.
e
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