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Exercice 0.1 * Etude de 3’ = y?sin®(y)
[1]

Montrer que les solutions maximales de I'équation différentielle
y' =y’ sin®(y)(k)

sont bornées et définies sur R tout entier.

Solution : La fonction f(x,y) = y?sin?(y) est de classe €' sur R?. On peut donc appliquer le
théoréme de Cauchy-Lipschtiz : pour tout (zo,y0) € R?, il existe une unique solution maximale
¢ de (%) vérifiant p(x¢) = yo et définie sur un intervalle ouvert |a, b|.

1l y a des fonctions constantes solutions de notre équation, ce sont les fonctions y = krn, k € Z.

Considérons maintenant une solution maximale ¢ non constante définie sur un intervalle |a, b[ ;
vu ce qui précede, o(la,b[) C R\ nZ. 1l existe donc kg € Z tel que ¢(]a,b[) Clkom, (ko + 1)7[ et
toute solution maximale est bornée.

Supposons b < +o0, la fonction ¢ étant croissante (y' = y? sin? (y) > 0...) et majorée, ¢ admet
une limite finie en b prolongons ainsi continuement ¢ a |a, b]. Le prolongement 1) est continu sur
Ja,b], € sur Ja,b[ et ¢'(x) admet une limite (égale a ¢ (b)sin®(¥(b)))lorsque x tends vers b_.
Dans ces conditions, il est classique que v est €' sur |a,b] contradisant la maximalité de . La
seule alternative est donc b = +o0o. On montre de méme que a = —0.

Remarque : La fonction ¢ croissante majorée a une limite | en +oo. Si | ¢ nZ
lim, 100 ¢'(2) = [2sin®(l) > 0 ce qui est absurde puisque ¢ est bornée (exercice...) : ainsi
lenZ, limg 0o p(z) =1 = (ko + 1)m, limg,, oo ©(x) = kom.
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