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Exercice 0.1 * Théoréme de d’Alembert-Gauss, topologie, calcul dif-
férentiel
® Soit f : R™ — R™ une application de classe €' vérifiant :
> {aeR" : df(a) € GL,(R)} est fini.
>  L’image réciproque par f de tout compact K de R™ est compacte.
Alors f est surjective si n > 2.

® En déduire le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Solution :

1. Supposons n > 2 et notons
A={a€R" : df(a) € GL,(R")}, Qs =R"\ f(A) et Q =f Q).

- Par hypothése A est fini, donc f(A) aussi et par suite Qs est ouvert; f étant continue, il
en est de méme pour )y

On vérifie facilement que ©; C R™\ f(4), f(€1) C Q2 si bien que lon peut encore
considérer la restriction f : 27 — Q5 que 'on notera toujours f.

- Avec la seconde hypothése, I'image réciproque f~1(K) de tout compact K dans Qs est
(Q2 est ouvert, donc K est aussi un compact de R™) un compact de Qi ; par un résultat
standart! f est fermée (ie I'image de tout fermé de Q0 est un fermé de 2) : en particulier
f(Q1) est fermé dans Qs.

Montrons que f(4) est ouvert dans s : soit doncy € f(21) et x € 4 tel que f(x) = y. Par
construction, df (x) € GL,(R), étant en dimension finie ¢’est un homéomorphisme linéaire
de R™ dans R™ ; par le théoréme d’inversion locale, il existe donc deux ouverts U,V de R™
avecx € U C Qy, y € V tels que f induise un difféomorphisme de classe €* de U sur V.
Donc V = f(U) C Q2 et f(§21) est ouvert.

- Qs est R™ privé d’un nombre fini de points : il est? connexe par arcs et donc connexe.
Ainsi, f(1) est a la fois ouvert, fermé et non vide dans Qs connexe : (1) = Qs.

- Il est maintenant temps de conclure : soit y € R™ il y a alors deux alternatives




> ou bieny € f(A),
> ou bieny € Qs = f(),
dans tous les cas, y admet un antécédent : [ est bien surjective.

remarque : Sin = 1, f peut ne pas étre surjective comme le montrer I’exemple
de f : R — R définie par f(z) = 2%. On a A = {0} et (exercice classique)
(lim |z 400 [f(2)] = +00) <= (VK compact, f~'(K) est compact ) ; les deux hypo-
théses sont donc bien vérifiées mais f n’est pas surjective.

. Observons comment le théoréme de d’Alembert-Gauss en découle : associons a tout poly-
néme de degré supérieur ou égal a 1

P(z=z+1iy) = Q(z,y) +iR(x,y) € C[z] avec Q =re(P) et R =im(P)

Papplication
¢ (z,y) €R® — o(z,y) = (Q(z,y), R(z,y)) € R

on va montrer que ¢ satisfait deux aux hypothéses de la premiére question, si bien quelle
sera surjective et 'origine admettra un antécédent i.e. 3(a,b) € R? tel que p(a,b) = 0 soit
P(a +ib) = R(a,b) +iQ(a,b) = 0; P admet donc au moins un zéro dans C et le théoréme
de d’Alembert-Gauss est donc démontré.
- Commencons par remarquer |¢o(z,y)| = |P(z)| et par conséquent

lim |o(z,y)| = lim [P(2)] = +oo

Il (@,y)]| =00 |z|=+o0

@ étant continue sur R?, un exercice classique® nous assure que la seconde propriété est
satisfaite par .

- Pour la premiére, la matrice jacobienne de ¢ est (avec les équations de Cauchy-Riemann

0,:Q = Oy R, 0,Q = —0, R qui, rappelons-le sont faciles — i.e. ne nécessitent aucun recours
a la C-dérivabilité — & établir pour un polynéme ) nous avons

_(%Q 9,Q\ _ (2:Q —0:R
Jo(2,y) = (&R 8yR> B <6mR 0:Q )

[ Jo (2, )| = 18:Q(2,9)* + 10:R(=, y)I* = |P'(2)?,

soit?

si bien que
{X eR? : dp(X) & GLy(R)} = {(a,b) € R? : P'(a+ib) =0}
et finalement
card{ X € R? : dp(X) € GLo(R) } = card{(a,b) € R? : P'(a+ib) = 0} < degré(P)—1 < +

soit (1)
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