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Exercice 0.1 ⋆
∫ 1

0 (
∫ 1

0 f(x, y)dx)2dy+
∫ 1

0 (
∫ 1

0 f(x, y)dy)2dx ≤ (
∫ 1

0

∫ 1

0 f(x, y)dxdy)2+∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)2dxdy

Putnam (2005), [1] 2005/8.
Soit f ∈ C

0([0, 1]× [0, 1],R), montrer que

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx

)2

dy+

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)2
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0
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0
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)2
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∫ 1

0

∫ 1

0
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Solution : Considèrons pour m,n ∈ Z

f̂(n,m) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)e−2iπ(nx+my)dxdy

les coefficients de Fourier de f . En particulier

f̂(0, 0) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy.(1)

La fonction x 7→
∫ 1

0 f(x, y)dy est une fonction dont la série de Fourier est
∑

n∈Z
f̂(n, 0)e−2iπnx.

De carré intégrable sur [0, 1], on peut lui appliquer la formule de Parseval

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)2

dx =
∑

n∈Z

∣∣∣f̂(n, 0)
∣∣∣
2

.(2)

De même ∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx

)2

dy =
∑

m∈Z

∣∣∣f̂(0,m)
∣∣∣
2

.(3)

1



En appliquant Parseval dans L2([0, 1]2) à (x, y) 7→ f(x, y) on a aussi

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)2dxdy =
∑

n∈Z

∑

m∈Z

∣∣∣f̂(n,m)
∣∣∣
2

.(4)

Avec (1), (2), (3) et (4) on a

(∫ 1

0

∫ 1

0
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)2

+

∫ 1

0

∫ 1

0
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∫ 1

0
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0
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)2
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−

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)2

dx =
∑

n∈Z⋆

∑

m∈Z⋆

∣∣∣f̂(n,m)
∣∣∣
2

≥ 0

Q.E.D.
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