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Exercice 0.1 ⋆ Séries entières, comportement au bord

Soit
∑

n≥0
anx

n une série entière de rayon de convergence égal à 1. On suppose que ∀n ≥

1 : an ≥ 0. Si la série
∑

n
an diverge, montrer que lim

x→1
−

∑

n

anx
n = +∞.

Solution : Vu les hypothèses, ∀A > 0, ∃m ∈ N : a0 + a1 + · · · + am > A + 1 et par

continuité de x 7→ a0 + a1x + · · · + amxm il existe 0 < δA < 1 tel que pour tout x ∈ ]1 − δA, 1[ :
a0 + a1x+ · · ·+ amxm > A. Tout étant positif, à fortiori

∑

n
anx

n ≥ a0 + a1x+ · · ·+ amxm > A.

En résumé

(

∀A > 0, ∃ δA ∈]0, 1[ : ∀x ∈]1− δA, 1[,
∑

n

anx
n > A

)

=⇒ lim
x→1

−

∑

n

anx
n = +∞.
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