Une fonction continue dont la série de Fourier diverge a
'origine

Patrice Lassére!

! Université Paul Sabatier, Toulouse

24 juin 2023

Exercice 0.1 * Une fonction continue dont la série de Fourier diverge
a Dorigine
On considére la suite de fonctions (fy)n>1 définie sur [0, 7] par

fulz) = %sin {(2"% + 1) g} .

1. Montrer que la série de fonctions ), -, fn converge normalement sur [0, r|.
On désigne alors par f la fonction paire, continue, 27w-périodique sur R vérifiant pour tout

ze0n] 0 fl@) =20 ful@).
2. Montrer que f € Cy)..
i 2k
3. On pose pour p,k € N, I, = / cos(pt) sin(
0
N & Ty=Y" oL

(a) Calculer, pour p, k entiers naturels I'intégrale I, .

+1

t) dt, et pour tout entier q €

k+q

1
(b) Pour ¢,k € N, déterminer un réel positif ¢i, tel que Ty, = ¢ + Z 51
Jj=k—q
(¢) En déduire que T, > 0 pour tout couple (¢, k) d’entiers.
1
(d) Déterminer un équivalent simple de Zszo oh 1 2 voisinage de +00.
log(k
(e) En déduire que Ty el 0g2( )
4. Montrer que pour tout p € N*,  a,(f) 2 Z ! I
. = — — n3_1-
que p p ) P T — n2 p2m Tt
2
5. Montrer que pour tout p € N* S s .(f)(0) > _aoéf) + W—I)QTQP37172P3,1

(on pourra remarquer que a“T(f) + El]\il ai(f) = —GOT(f) + El]\io ai(f)...).



6. En déduire que la suite (S,,(f)(0)),, diverge.

Solution :
1. La convergence normale est évidente (|| f, |l = 1/n? ) lasérie Y, -, fn est donc une fonction
continue sur [0, 7]. B
2. Par parité et prolongement 2r-périodique, limy, ., f(x) =lim,,, f(z) =lim,._ f(x) :
f est donc bien continue en les points kw, k € 7 ce qui était le seul point douteux.
3. a) De la formule sin(a) cos(b) = 1(sin(a + b) + sin(a — b)) on tire

-2

4 2k +1
Iy = / cos(pt) sin ( + t) dt
: . 5
1 (7 2k +1 2k +1 |
25/0 [sin((—; —i—p)t)—i—sin(( 2+ —p)t)_dt
o 2l<:+1Jr ; - 2l<:+1Jr . 1"
2T TR N\ T

2 % 1 E % + 1
) p ) - P 1o
B 1 1
B 2(k+p)+1+2(k—p)+1

b) On peut alors écrire :

q q q
1 1
T = I =
& ;) 1 ;)2(k+p)+1+;2(k—p)+1

fac B k 1
=S —+ Y =
2 + 1 2 + 1
P

k+q

1 1
_2k+1+jzk: 25 +1

k+q

=cp+ Z

Jj=k—q

1
2j +1

avec Cp = 2]€——|—1 > 0.

¢) Si k > q il est évident que Ty, > 0.
Maintenant, si k < q il suffit de remarquer que

k+q q—k

1
2 2j+1_j_z

Jj=k—q k—q

k+q

1 1 1
I S >
25 +1 Pt 2j+1  2(g—Fk)+1 P 0

puisque g — k+1 > 0.




d) Par décroissance de x — (2x + 1)~! sur R, on peut écrire pour tout N € N*

N N N
/ dt SZ 1 S/ dt ,
1 2641 k:02k+1 o 2t+1

soit
log(2N + 1) —log(3) < i 1 log(2N + 1)
2 T2k +1 T 2
N
P 1 log(N)
qui implique ; 1 N T
e) Avec (15-b) et (15-d)
2k
1 1 log(2k) log(k)
T ~ )
R okl +ZQ]+1 koo 2 koo 2
4. Soit p € N*
1 s
ap(f):; f(t) cos(pt)dt / an ) cos(pt)d
= — Z/ fn(t) cos(pt)d (par NCV (question 13) sur [0,7])
n>1
== Z/ — sin { 2" + 1) 2} cos(pt)dt
n>1
= ; Z ﬁlp,2"371'
n>1

5. De 'égalité précédente et sachant que (15-c) les quantités T}, ;, sont toujours positives, on a
pour tout p > 1

2
p(f) > Wlp)zng’ 1, YneN*
Ainsi
(), (),
ag ag
Syva-a (£)(0) = =5~ + Z an(f) ===+ D an(f)
n=0
() s
_ao
2 + Z N2 n2N'g 1
a 2
- _y WT2N3—172N3—1
6. L’équivalent obtenu en (15-e) nous donne
2 oo 2 log(2V°~1) _ N®log(2) _ Nlog(2)
aN2 2V 12N N TN2 2 N—ooo  mN?2 ™ '




Cette derniére quantité tendant vers +oo avec N, on a avec la question (17)

lim Syns_.(f)(0) = +o0.

N—o00

La suite (S, (f)(0)), est donc divergente : f n’est pas développable en série de Fourier a
Porigine.
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