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Exercice 0.1 ⋆ Limite d’une suite via les séries entières

On considère la suite (an)n∈N définie par

a0 = 1 et an+1 =
1

n + 1

n
∑

k=0

ak
n− k + 2

.

Déterminer la limite

lim
n→+∞

n
∑

k=0

ak
2k

.

Solution : Par une recurrence immédiate 0 < an ≤ 1, ∀n ∈ N. Le rayon de convergence de la
série génératrice associée f(x) =

∑

n≥0
anx

n est donc supérieur ou égal à 1 et on nous demande
de calculer f(1/2). Avec la formule de récurrence

f ′(x) =
∑

n≥0

(n+ 1)an+1x
n =

∑

n≥0

n
∑

k=0

ak
n− k + 2

xn

=
∑

k≥0

akx
k
∑

n≥k

xn−k

n− k + 2
= f(x)

∑

m≥0

xm

m+ 2
.

Par conséquent comme f(0) = 1 et f(x) > 0 sur ]0, 1[ :

log(f(x)) = log(f(x)) − log(f(0)) =

∫

x

0

f ′(t)

f(t)
dt =

∫

x

0

∑

m≥0

tm

m+ 2
dt =

∑

m≥0

xm+1

(m+ 1)(m+ 2)

l’échange « intégrale/série » étant justifié par la normale convergence de la série entière sur
[0, x] ⊂ [0, 1[ , ainsi

log(f(x)) =
∑

m≥0

xm+1

(m+ 1)(m+ 2)
=

∑

m≥0

(

xm+1

m+ 1
−

xm+1

m+ 2

)

= 1 +

(

1−
1

x

)

∑

m≥0

xm+1

m+ 1
= 1 +

(

1−
1

x

)

log

(

1

1− x

)

soit log(f(1/2)) = 1− log(2) et finalement f(1/2) = e/2.
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