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Exercice 0.1 ⋆ Calcul d’une somme de série

Putnam 2001 où [1].
Pour tout n ∈ N, [n] désigne l’entier le plus proche de

√
n. Montrer que

∞
∑

n=1

2[n] + 2−[n]

2n
= 3.

Solution : Bien remarquer que [n] est toujours bien défini car l’équation
√
n = k+1/2, k, n ∈

N n’a pas de solutions.

Comme souvent dans ce genre d’exercice l’astuce consiste à sommer paquets (ce qui est par-
faitement légitime puisque la série est à termes positifs...sous reserve de convergence...) suivant
les valeurs de [n] :

[n] = k ⇔ k − 1/2 <
√
n < k + 1/2

⇔ k2 − k + 1/4 < n < k2 + k + 1/4

⇔ k2 − k + 1 ≤ n ≤ k2 + k (car n ∈ N)

ce qui nous donne

∞
∑

n=1

2[n] + 2−[n]

2n
=

∞
∑

k=1





k
2+k
∑

n=k2
−k+1

(2k + 2−k)2−n





=

∞
∑

k=1

(2k + 2−k)2−k
2+k−1

2k−1
∑

n=0

2−n

=
∞
∑

k=1

(2k + 2−k)2−k
2+k−1 ·

1− 2−2k+2

1− 2−1

=

∞
∑

k=1

(2k + 2−k)(2−k
2+k − 2−k

2
−k)

=
∞
∑

k=1

(2−k(k−2) − 2−k(k+2))

=

∞
∑

k=1

2−k(k−2) −
∞
∑

k=1

2−k(k+2)

=

∞
∑

k=1

2−k(k−2) −
∞
∑

l=3

2−l(l−2) (l = k + 2)

=

2
∑

k=1

2−k(k−2) = 2 + 1 + 3.
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