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Exercice 0.1 ⋆ Suites, continuité

Si f ∈ C 0([0, 1],R), montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0

tnf(t)dt = 0 & lim
n→∞

n

∫ 1

0

tnf(t)dt = f(1)

Solution : - f continue est bornée sur [0, 1] donc
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≤ ‖f‖∞

∫ 1

0

tndt =
‖f‖∞
n+ 1

→ 0.

- Pour la seconde limite, f étant continue en t = 1

∀ ε > 0, ∃η > 0 : 1− η ≤ t ≤ 1 =⇒ |f(t)− f(1)| ≤ ε,

par conséquent
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∫ 1

0

tn(f(t)− f(1))dt
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≤ n

(
∫ 1−η

0

tn|f(t)− f(1)|dt+

∫ 1

1−η

tn|f(t)− f(1)|dt

)

≤ n

(

2‖f‖∞(1 − η)n+1

n+ 1
+

ε

n+ 1

)

≤ 2ε pour n ≥ Nε

i.e.

lim
n→∞

n

∫ 1

0

tnf(t)dt = lim
n→∞

n

∫ 1

0

tnf(1)dt = lim
n→∞

nf(1)

n+ 1
= f(1).
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