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Exercice 0.1 * (1) = —v

Montrer que

) = tim [ (1_ %)nlog(t)dt

n—r oo 0

pour en déduire que

n—00

1 1
(1) = —y:= lim (1+§+---+E—10g(n)).

(v est la trés célébre constante d’Euler) On pourra effectuer le changement de variables u =
1 — t/n dans lintégrale.

Solution : Il est considéré comme acquis' que la fontion I' est de classe C'>° sur R% avec

I (z) = / logh(t)e " ~'dt, VkeN.
0

o> Considérons pour tout n € N les fonctions

t n

log(t) <1 - —) pour t € [0,n],
n

0 si x>n.

fote) = 10g(0) (1~ 1) " 200106 =

La suite (f,)n est simplement convergente sur Ry vers t — log(t)e™! et l'inégalité classique

(1—-t)*<e ® a>0,0<t<1,assure la domination

|[fa(®)] < [log(t)le™" € L' (R4).

Le théoréme de la convergence dominée peut donc s’appliquer :

lnn/ (1 - —> log(t)dt = 1171111 fn( )dt = /]R+ log(t)e~tdt =T"(1).




> Posons I, = fon(l — t/n)™log(t)dt, il nous reste a prouver que lim,, I,, = —~. Pour cela, on
fait dans I,, le changement de variablesu =1—t/n :

I, = /On (1 - %)nlog(t)dt - /01 L

1 1
:/ u" log(n )ndt+/ u"log(1 — u)ndt
0
nlog
= —dt
n+1 / Z
nlog(n "+k
N

nlog(n) . n nlog(n) :
n+ 1 Ninéozk(n+k+1) ntl  Nose N

ol
N

N
n
Iy = -
N 2:k(n+k+1 n+1;:< n+k+1)

k= =0

Pour N > n on peut écrire

Je_on (1,1 +1+ L, 1 1 1 1
N a1 n—1 n+1 N n+l N N+1 N +
S O L. -
T n+1 n N+1 N+n+1

n+1 termes

le groupe termes sur ’accolade est constitué de n + 1 termes, indépendant de N : il tendra donc

vers 0 avec N, soit
lim J I T
1m [ 500 —
Nooww N " p +1 n

_ nlog(n) lim J _ nlog(n) n <1+.” 1>.

puis

"TThH1l N N T TnFl  n+d

et finalement

1 1
(1) = lim I, = lim 72800 _ 7 (1+---+_>




Références



