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Exercice 0.1 ⋆ Étude de x 7→
∫

x
2

x

dt

log(t)

On définit F : ]1,+∞[→ R par

F (x) =

∫

x
2

x

dt

log(t)
.

Montrer que F est injective et préciser son image F (]1,+∞[).

Solution : F est clairement dérivable sur ]1,+∞[ avec

F ′(x) =
x− 1

log(x)
, ∀x ∈]1,+∞[.

soit F ′(x) > 0 sur ]1,+∞[ : F est strictement croissante sur ]1,+∞[ et en particulier injective.

Comme

F (x) ≥ (x2 − x)min

{

1

log(t)
: x ≤ t ≤ x2

}

=
x2 − x

log(x2)
−→

x→+∞

+∞,

nous avons F (]1,+∞[) =]F (1−),+∞[. Pour déterminer F (1−), le changement t = eu donne

F (x) =

∫ 2 log(x)

log(x)

eu

u
du

soit

x log(2) = elog(x)
∫ 2 log(x)

log(x)

du

u
< F (x) < e2 log(x)

∫ 2 log(x)

log(x)

du

u
= x2 log(2)

qui assure F (1−) = log(2) : ainsi F (]1,+∞[) =] log(2),+∞[. ❏
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