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Exercice 0.1 * Le lemme de Cantor
O Soient (an)n, (bn)n deux suites de nombres réels telles que la suite de fonctions (a, cos(nx) + by, sin(nx)),,
converge simplement sur R vers la fonction nulle. Montrer que lim,, a,, = lim,, b, = 0 (lemme
de Cantor).

® Montrer que la conclusion subsiste si la convergence simple a lieu seulement sur un
intervalle [a,b] (ot a < b).

Solution : @ Avec x =0 on a déja lim, a,, = 0. Vu I’hypothése, on a alors lim,, b, sin(nx) =
0, Vx € R ; supposons que (b, ), ne converge pas vers zéro : il existe alors € > 0, une suite stricte-
ment croissante d’entiers (ny ), vérifiant pour tout k : |by,, | > €. Mais alors, puisque (b, sin(nxx)),
converge simplement vers zéro sur R la suite (sin(nyx)), est nécessairement simplement conver-
gente vers zéro sur R, en outre 0 < sin*(niz) < 1 € L'([0,27]). On peut donc appliquer le
théoréme de la convergence dominée :
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cependant, d’un autre c6té on a aussi
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d’ou la contradiction et lim,, b,, = 0.

® Cas général : Supposons maintenant la convergence simple seulement sur un intervalle
[a,b]. Si par exemple la suite (ay)r ne converge pas vers 0, on considére comme dans la premiére
partie ¢ > 0 et une sous-suite (an, )i tels que |an, | > e, Vk € N. Alors pour tout x € [a,b] :
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et la suite (fn, )i est simplement convergente sur [a,b]. En outre, vu Iinégalité (Cauchy-Schwarz
par exemple) ax + by < va% + b2\/22 + y2 nous avons aussi la domination :
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Donc, par convergence dominée
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Mais par un calcul direct

b
/ fr (@)dx = m / (az, (14 cos(2ngz)) + b2 (1 — cos(2nyz)) + 2an, by, sin(2n,z)) d
N a

b—a aZ — b2 Ay b,

b b
5 + 2(“31“‘173;)/(1 cos(2nkx)dx+m/ sin(2ngx)dx

b—a a? — b2 Gn, b
= u U N Ik + Nk Nk Jk
2 @, e @, e,

mais bien entendu
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contredisant (¥ ) : Daffaire est donc entendue (on procéde de méme si c’est la suite (by), ne
converge pas vers z€ro). Q
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