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Exercice 0.1 ⋆ Autour de l’inégalité de Jensen

➀
Soit I ⊂ R un intervalle, f : I → R une application convexe. Montrer que

f(λ1x1 + · · ·+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + · · ·+ λnf(xn)

pour tous x1, . . . , xn dans I, λ1, . . . , λn ∈ R+ tels que λ1 + · · ·+ λn = 1.

➁
Cas d’égalité dans l’inégalité de Jensen. On suppose f strictement convexe (i.e. x 6= y

implique f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) ), montrer que si

f(λ1x1 + · · ·+ λnxn) = λ1f(x1) + · · ·+ λnf(xn)

alors x1 = x2 = · · · = xn.

➂
Supposons f Riemann intégrable sur [a, b], m ≤ f(x) ≤ M . Si ϕ est continue et convexe

sur [m,M ], démontrer l’inégalité de Jensen

ϕ

(
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b− a

∫ b

a

f(t)dt

)

≤
1

b− a

∫ b

a

ϕ (f(t)) dt.
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