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Exercice 0.1 * Irrationalité de e (1)

[1]
Pour n € N on pose I, = / z"evdr.
0

= Montrer que pour tout n € N il existe a,, b, € Z tels que I,, = a,, + eb,,.
> On suppose qu’il existe p,q € N* tels que e = p/q, montrer que

1, > qil, Vn e N.
> En déduire que e & Q.

Solution : = On procéde par récurrence sur n € N. Sin = 0, [y = fol efdr = e—1 et
Passertion est donc vraie pour n = 0 avec ag = —1 = —by. Supposons la propriété vrai au rang n
avec I, = a,, + eb,, alors

1 1
It :/ e“z" M ldr = [e””:v"“](l) —/ e’ (n+ 1)z"dx
0 0
=e—(n+ 1), =e—(n+1)(an+eb,) =—(n+1Da, +e(l — (n+1)b,)

soit la propriété au rang n + 1, C.Q.F.D.
> Supposons que e = p/q avec p,q € N*, alors

n b’ﬂ
0<In:an+ebn:u,
q
qui implique
qan + pbp > 1
et par conséquent
1
I, > -, VneN(l)
q

D’un autre coté, on a la majoration immédiate

1
0< 1, §/ ex"dxr = L, Vn e N.(2)




(1) et (2) donnent

1
0<-<—° VYneN
q n+1

qui est visiblement absurde : e est donc irrationel.

Voir aussi pages 7?7 et 7?7 pour d’autres démontrations de l'irrationalité de e.
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