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Exercice 0.1 * Un fameux théoréme d’Emile Borel
Soit (ay,), une suite de nombres réels et ¢ € €>°(R,R) une application a support compact
dans | —2,2[ égale a 1 sur [—1, 1]. Montrer qu’il existe une suite de nombres réels (\y),, vérifiant

sug‘fék)(x)’ <27, VO0<k<n-1
xe

Ou fp(z) := a—”x"gp(x\nx). En déduire Dexistence d’une fonction f € €*°(R,R) vérifiant

f™0)=a,, YneN.

Solution : Soient n € N* k € {0,...,n— 1}. Avec la formule de Leibnitz
Fi(z) = In Z CPn(n—1)...(n—p+ D)a" PAEPLE=P) () 1)

De plus p*=P)(\,z) = 0 pour |z| > 2/|\,| d’ot
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o M, := max sup |<p(k*p)(/\na:)| . D’autre part, avec les majorations grossiéres pour
0<k=n—1 \ ), ze[-2,2]
0<p<k<n-1:
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supposons en outre |\,| > 1, Vn € N, alors 1/|\,|"~* < 1/|\,|, et finalement (X) devient

sup
zeR

k
f£k>(x)‘ < l';‘ :n_k Zm" < |Q|A| | 27n!.
n p:0 n

de cette derniére inégalité, nous avons
[An| > max (1, My|a,|4"n!) (V1)
qui implique

sup
zeR

fP@)| <27, vo<k<n-1.(%)

En résumé, toute suite (\,),, de réels vérifiant (V/,,) convient.

Sous ces choix, considérons 'application f := )" - fn. L'inégalité (%) (avec k = 0) assure la
normale convergence sur R de la série de fonctions définissant f qui est donction définie et continue
sur R.

Maintenant, pour k > 1, en écrivant

D=2 P+ 5P

k n>k n>k

I'inégalité supy |f7(1k)| < 27" pourn > k implique que la série’y fflk) est normalement convergente
sur R; ainsi (c’est le théoréme de Weierstrass sur la dérivation des séries de fonctions), f est
indéfiniment dérivable sur R et on peut dériver « sous le > »
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Maintenant, comme ¢ est constante égale a 1 sur [—1, 1], ses dérivées d’ordre supérieur a 1 sont
identiquement nulles sur | — 1, 1] donc en particulier a I'origine. De méme

ny (k) . n! si n=k
(") }I:O B {O sinon.

De Ia, pour évaluer f*) (0), seul un terme n’est pas nul dans Iexpression précédente, il reste
précisément :

a
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et f posséde bien les propriétés désirées. d

@)™ o(Anz)|,_ = ar,
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