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Exercice 0.1 ⋆ Comportement asymptotique du « point intermédiaire »

dans la formule de Taylor-Lagrange

[1]
Soit f : R → R une application n fois dérivable. Fixons x ∈ R, alors pour h > 0 la formule

de Taylor-Lagrange assure de l’existence d’un réel θ(h) tel que

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + · · ·+
hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(x) +

hn

n!
f (n)(x+ θ(h)h).

Si de plus f (n+1)(x) existe et est différent de zéro,montrer que

lim
h→0

θ(h) =
1

n+ 1
.

Solution : Par Taylor-Young

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + · · ·+
hn

n!
f (n)(x) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x) + o(hn+1)

et par Taylor-Lagrange

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + · · ·+
hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(x) +

hn

n!
f (n)(x+ θ(h)h)

soit

f (n)(x+ θ(h)h) − f (n)(x)

h
=

f (n+1)(x)

n+ 1
+

o(h)

h

et

θ(h) =

f(n+1)(x)
n+1 + o(h)

h

f(n)(x+θ(h)h)−f(n)(x)
θ(h)h

puisque f (n+1)(x) 6= 0 on peut passer à la limite dans cette dernière égalité et le résultat suit. ❑
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