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Exercice 0.1 ⋆ Des petits « o »

[1]
Soit f : R

⋆
+ → R. Si

lim
x→0

f(x) = 0 et f(x)− f
(x

2

)

= o(x), (x → 0),

montrer que f(x) = o(x), (x → 0).

Solution : Soit ε > 0, vu la seconde hypothèse, il existe δ > 0 tel que

0 < x < δ ⇒

∣

∣

∣

∣

f(x)− f(x/2)

x

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
.(⋆)

Fixons nous y ∈]0, δ[, comme on peut écrire pour tout n ∈ N
⋆

f(y) = (f(y)− f(y/2)) + (f(y/2)− f(y/4)) + · · ·+
(

f(y/2n−1)− f(y/2n)
)

+ f(y/2n),

on en déduit avec (⋆)

|f(y)| ≤

n
∑

j=1

|f(y/2j−1)− f(y/2j)|+ |f(y/2n)|

≤

n
∑

j=1

y

2j
ε+ |f(y/2n)|

≤ εy(1− 2−n) + |f(y/2n)|

≤ εy + |f(y/2n)|

pour tout n ∈ N
⋆. De là, comme limx→0 f(x) = 0, en faisant tendre n vers l’infini il reste

|f(y)| ≤ εy.

Résumons nous : pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour tout 0 < y < δ tel que |f(y)/y| ≤ ε ;
autrement dit f(x) = o(x) CQFD.
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