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Exercice 0.1 * Sur les points de discontinuité d’une bijection f : R —
R}
Montrer qu’une bijection entre R et R* posséde au moins un ensemble dénombrable de points
de discontinuité.

Solution :

1. 1II faut commencer par remarquer que f n’est pas continue sur R. En effet, f continue et
bijective sur R sera strictement monotone, par exemple strictement croissante ; dans ce cas
en considérant xo € R tel que f(xo) = 0 on aurait f(z) > 0 pour x > z¢ et f(x) < 0 pour
x < 0 ce qui est bien str absurde puisque f(R) = R%. f n’est donc pas continue sur R.

2. Supposons maintenant que f ne posséde qu’un nombre fini de points de disconti-

nuité r1 < xe < -+ < x,. [ est alors strictement monotone sur chaque intervalle
| = o0, 21], Jz1, 22[, ..., ]Tn, +00[ et par le théoréme des valeurs intermédiaires f(] —
00,21]), f(lz1,22]), ..., f(Jzn, +00[) sont des intervalles ouverts deux a deux disjoints, donc

LA (f(] — oo, m1[) U O f(zi 2 ) U f(lon, +<>OD>

i=1

posséde au moins n + 1 éléments mais de ’autre coté

R\ (] — 00, z1[U L_J]$i,$i+1[u]$n, —i—oo[) ={z1,...,z,}

f ne peut donc étre bijective.
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