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Exercice 0.1 ⋆ Automorphisme d’algèbre de C (Rd,R)
[1]
Soit K un compact de C (Rd). Montrer que tout automorphisme d’algèbre unitaire de C (Rd,R)

est une isométrie pour la norme uniforme.

Solution : Comme dans l’exercice précédent, les fonctions inversible de C (Rd) sont celle qui ne
s’annulent pas sur K et φ unitaire assure que f inversible équivaut à φ(f) où φ(f−1) inversible.

Notons φ un tel morphisme et soit f ∈ C (Rd). Il existe x0 ∈ K tel que |f(x0)| =
supx∈K |f(x)| = ‖f‖∞ et quitte à considérer −f on peut supposer que ‖f‖∞ = f(x0). L’ap-
plication g := f − f(x0)1 (1 est la fonction constante égale à 1 sur K) est par conséquent non
inversible dans C (Rd), il en donc de même de son image φ(g) = φ(f) − f(x0)1. Ainsi, il existe
x1 ∈ K tel que φ(g)(x1) = 0 i.e. φ(f)(x1) = f(x0) qui implique ‖φ(f)‖∞ ≥ ‖f‖∞. L’inégalité
inverse s’obtient de la même manière en considérant cette fois φ−1.
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