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Exercice 0.1 ⋆ Un opérateur borné sans adjoint

On munit C[X ] du produit scalaire

∀P,Q ∈ C[X ] : 〈P,Q〉 =

∫

1

0

P (t)Q(t)dt.

Montrer que l’opérateur T : P ∈ C[X ] 7→ T (P ) = P ′ n’a pas d’adjoint.

Solution : Supposons que T admette un adjoint T ⋆. Notons pour n ∈ N, pn(x) = xn, alors

〈 pn, T
⋆p0〉 =

∫

1

0

tnT ⋆p0(t)dt

=

∫

1

0

T (tn)p0(t)dt

=

∫

1

0

ntn−1dt = 1

mais de l’autre côté, avec Cauchy-Schwarz

1 = |〈 pn, T
⋆p0〉| ≤ ‖pn‖ · ‖T

⋆p0‖ ≤

√

1

2n+ 1
‖T ⋆p0‖ < 1 pour n assez grand,

d’où la contradiction.
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