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Exercice 0.1 * Autour des sous-groupes de R
Soit G un sous-groupe de (R, +).

Montrer que G est soit dense soit monogéne (i.e. 3a >0 : G = aZ).

Soient a,b € R montrer que G = aZ + bZ est dense dans R si et seulement si ¢ ¢ Q.

En déduire un exemple de deux fermés A, B de R tels que A + B ne soit pas fermé.

N

a toute application f de R dans R on associe son groupe des périodes
Gy ={TeR : VzeR f(z+T)=f(x)}.

Montrer que Gy est bien un groupe et que f est toujours constante sur G¢.

5. Si de plus f est continue, montrer que

est non constante ) <= ( G est monogéne
f g

6. Donner I'exemple d’une fonction f non constante munie d’un groupe des périodes dense.

7. Montrer que {cos(n),n € N} est dense dans [—1,1].

. 1 1
8. Soit A = (O 1).

- Que dire d’une fonction f de R? dans R, continue, telle que pour tout X = (z,y)
de R?, f(X) = f(X +(1,0)) = f(X +(0,1)) = f(AX)?

- Méme question avec A = (? 1) .
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