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Soient a ∈ R, n ∈ N

⋆ et f : [a,+∞[ une fonction réelle de classe Cn+1. On se propose
d’utiliser les résultats du cours pour donner une preuve assez inhabituelle du résultat suivant :

« Si f et f (n+1) sont bornées sur [a,+∞[, il en est de même pour les dérivées

intermédiaires f ′, f
′′

, . . . , f (n). »

1. Soit δ > 0, pour Q =
∑n

k=0 ckx
k ∈ Rn[X ], on pose

N1(Q) = max
0≤k≤n

|ck| et N2(Q) = sup
x∈[0,δ]

|Q(x)|.

Montrer qu’il existe deux constantes λ, µ ∈ R
⋆
+ telles que

µN2(Q) ≤ N1(Q) ≤ λN2(Q), ∀Q ∈ Rn[X ].

2. Pour tout x ≥ a et δ ≥ u > 0 montrer que (utiliser Taylor-Lagrange)

∣

∣f(x) + f ′(x)u + · · ·+ f (n)(x)
un

n!

∣

∣ ≤ ‖f‖∞ +
δn+1

(n+ 1)!
‖f (n+1)‖∞ := M,

où ‖g‖∞ := sup
x≥a

|g(x)|.

En déduire que pour tout x ≥ a (en notant Px(X) :=
∑n

k=0
f(k)(x)

k! Xk ∈ Rn[X ]) on a :

N2(Px) ≤ M.

3. En déduire la version faible des inégalités de Kolmogorov

∀ k ∈ {0, 1, . . . , n} : ‖f (k)‖∞ ≤ k!λM.
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