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Exercice 0.1 ⋆ Une famille totale dans l2(N)
[1]
L’espace l2(N) des suite réelles de carré sàmmable est muni du produit scalaire usuel. On

fixe α ∈]− 1, 1[ et on pose pour tout i ∈ N
⋆ : Ui = (αni)n≥0.

1. Montrer que (Ui)i∈N⋆ est une famille libre de l2(N).

2. Calculer l’orthogonal dans l2(N) de F := vect{Ui, i ∈ N
⋆}.

3. Que peut-on en déduire ?

Solution :

1. Dire que la famille (Ui)i∈N⋆ n’est pas libre dans l2(N) c’est dire qu’il existe N ∈
N

⋆, λ1, . . . , λN ∈ R non tous nuls, tels que

λ1U1 + · · ·+ λNUN = 0l2(N)

soit

λ1(α
k)k + λ2(α

2k)k + · · ·+ λN (αNk)k = (λ1α
k + λ2α

2k + · · ·+ λNαNk)k = 0l2(N),

ou encore, si P (X) = λ1X + λ2X
2 + · · ·+ λNXN ∈ R[X ]

P (αk) = 0, ∀ k ∈ N
⋆.

Comme α ∈]− 1, 1[ le polynôme P a trop de zéros pour ne pas être le polynôme nul donc

λ1 = λ2 = · · · = λN = 0

et la famille (Ui)i∈N⋆ est bien libre dans l2(N).

2. Soit X = (xk)k ∈ l2(N).

(

X = (xk)k ∈ F⊥
)

⇐⇒ (〈X,Ui〉 = 0, ∀ i ∈ N
⋆)

⇐⇒

(

∞
∑

k=0

xkα
kj = 0, ∀ i ∈ N

⋆

)

.
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Comme X = (xk)k ∈ l2(N), le rayon de convergence de la série entière f(z) =
∑∞

k=0 xkz
k

est supérieur ou égal à 1 ; la formule établie au dessus assure alors que f s’annule sur tous
les points de la suite (αk)k convergente vers 0 : l’ensemble des zéros de f dans le disque
unité ouvert n’est donc pas isolé, classiquement (voir par exemple : [?] exercice 3.31, inutile
d’invoquer les zéros isolés...) f est identiquement nulle, i.e. xk = 0, ∀ k ∈ N

⋆ i.e. X = 0l2(N)
et F⊥ = {0l2(N)}.

3. F⊥ = {0l2(N)} implique que F = l2(N) (c’est une conséquence immédiate du théorème

de projection orthogonale sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert car F⊥ = (F )⊥)
autrement dit, la famille {Ui} est totale dans l2(N).
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