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Exercice 0.1 ⋆ Combinatoire et matrices

Soient A0 = B0 = ((1)) ∈ M1(R). Pour n ≥ 1 on définit les suites de matrices par

An =

(

An−1 An−1

An−1 Bn−1

)

, et Bn =

(

An−1 An−1

An−1 0

)

∈ M2n(R).

Montrer que
S(Ak−1

n ) = S(An−1

k ), ∀n, k ∈ N
⋆

avec S(M) =
∑

1≤i,j≤n mij où M = ((mij)).

Solution : L’astuce (redoutable) consiste à donner un « sens combinatoire » à la quantité
S(Ak−1

n ). Pour cela soit T un tableau n × k à coefficients 0 et 1 (i.e. un élément de Mn,k(0, 1))
vérifiant la propriété suivante : « il n’existe dans T aucune sous matrice 2×2 constituée uniquement

de 1 » et soit Fn,k le nombre de tels tableaux.
Chaque ligne d’un tableau correspond à un entier entre 0 et 2n − 1 écrit en base 2. Fn,k est

donc le nombre de k-uplets d’entiers dont toute paire d’entiers consécutifs correspond à un tableau
n× 2 sans sous-matrice . 2× 2 constituée uniquement de 1.

Soient inin−1 . . . i1, jnjn−1 . . . j1 les écritures en base 2 de deux entiers i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}.
Deux cas sont à envisager :

- Si injn = 0 alors inin−1 . . . i1 et jnjn−1 . . . j1 sont consécutifs si et seulement si in−1 . . . i1
et jn−1 . . . j1 le sont.

- Si injn = 1 alors inin−1 . . . i1 et jnjn−1 . . . j1 sont consécutifs si et seulement si in−1jn−1 = 0
et in−2 . . . i1 et jn−2 . . . j1 le sont.

Ainsi
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