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Exercice 0.1 ⋆ Disposition de n points sur une sphère

On dispose n points sur la sphère S2 = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1} de R

3. Montrer
que la somme des carrés des n(n− 1)/2 distances (dans R

3) entre ces points au plus égale à n.

Solution : Notons Pi = (xi, yi, zi), 1 ≤ i ≤ n nos n points. Le carré de la distance entre Pi et
Pj est

(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2 = (x2

i + y2i + z2i ) + (x2

j + y2j + z2j )− 2(xixj + yiyj + zizj)

= 2− 2(xixj + yiyj + zizj).

Et notre somme vaut donc

∑

1≤i<j≤n

2− 2(xixj + yiyj + zizj) = n(n− 1)− 2
∑

1≤i<j≤n

(xixj + yiyj + zizj).(⋆)

Maintenant puisque

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
2 =

n∑

i=1

x2

i + 2
∑

1≤i<j≤n

xixj

on peut écrire

2
∑

1≤i<j≤n

(xixj + yiyj + zizj) = (x1 + · · ·+ xn)
2 + (y1 + · · ·+ yn)

2 + (z1 + · · ·+ zn)
2 −

n∑

i=1

(x2

i + y2i + z2i )

= (x1 + · · ·+ xn)
2 + (y1 + · · ·+ yn)

2 + (z1 + · · ·+ zn)
2 − n

:= X2 + Y 2 + Z2 − n

soit, en reportant dans (⋆)

∑

1≤i<j≤n

PiP
2

j = n(n− 1)− (X2 + Y 2 + Z2 − n) = n2 −X2 − Y 2 − Z2 ≤ n2
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