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Exercice 0.1 ⋆ Racines de P (z) et de 2zP ′(z)− dP (z)
On suppose que toutes les racines d’un polynôme P ∈ C[z] de degré d se trouvent sur le

cercle unité. Montrer que les racines du polynôme Q(z) = 2zP ′(z)− dP (z) se trouvent aussi sur

le même cercle.

Solution : Il est suffisant de supposer que le coefficient dominant de P est 1 . De la décomposition

P (z) = (z − α1)(z − α2) . . . (z − αd) avec |αj | = 1, un calcul élémentaire nous donne

Q(z) = 2zP ′(z)− dP (z) = (z + α1)(z − α2) . . . (z − αd) + · · ·+ (z − α1)(z − α2) . . . (z + αd)
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soit Q(z) = 0 ⇒ |z| = 1 et le résultat suit.
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