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Exercice 0.1 ⋆ Le théorème de Gauss-Lucas : nouvelle approche

Soit P ∈ C[X ] un polynôme, P ′ son polynôme dérivé. Il s’agit de montrer que les racines de
P ′ sont dans l’enveloppe convexe des racines de P (théorème de Gauss-Lucas).

1. Soient z1, z2, . . . , zn vérifiant

∃ψ, ∀ j ∈ {1, . . . , n} : zj = ρje
iθj avec 0 ≤ |θj| < ψ <

π

2
.

(en d’autre terme les zj sont à partie réelle strictement positive et l’angle sous lequel on
les voit depuis l’origine est inférieur à 2ψ) montrer que

|z1 . . . zn|
1/n cos(ψ) ≤

1

n
|z1 + · · ·+ zn|.(⋆)

2. Soit P ∈ C[z] et H l’enveloppe convexe de ses racines. Soient z 6∈ H et 2ψ l’angle sous
lequel H est vu de z ; montrer que
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3. En déduire le théorème de Gauss-Lucas.
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