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Exercice 0.1 ⋆ Polynômes, nombres premiers

[1]
Montrer qu’il n’existe pas de polynôme non constant

P (X) = adX
d + ad−1X

d−1
· · ·+ a1X + a0

tel que P (k) soit premier pour tout entier k (L.Euler).

Solution : Soit N,M ∈ N tels que P (N) = M . Alors, pour tout entier k

P (N+kM)−P (N) = ad
(

(N + kM)d −Nd
)

+ad−1

(

(N + kM)d−1 −Nd−1
)

+· · ·+a1(N+kM−N)

est divisible par kM (car (N + kM)j −N j , (1 ≤ j ≤ d) est divisible par N + kM −N = kM )
donc par M . Ainsi

∀ k ∈ N : P (N + kM) est divisible par M.

Un polynôme de degré d ≥ 1 ne pouvant prendre au plus d fois la même valeur il existera dans la
suite (P (N + kM))2n+1

k=0
⊂ MZ des entiers distincts de ±M donc non premiers.

Remarque : Par contre la réponse est oui en plusieurs variables...............à suivre......
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