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Soit # P’ensemble des fractions rationnelles réelles sans pole dans [0,1] et Xy, n le sous-

ensemble des fractions F' = g ou P est de degré < n et Q de degré < m.

1. Ces ensembles sont-ils des espaces vectoriels ?

2. On considére g : [0,1] = R continue. Montrer que inf{||g — r||cc / 7 € Z#m.n} st atteint
(i)  Lorsquen = 0.
(ii)  Dans tous les cas.

Solution :

1. Pour m = 0, %, est un espace vectoriel (pour les opérations usuelles sur les fonctions)
mais pour m > 1, ce n’est pas le cas : par exemple (wiw + (miW ¢ K-

2. Pour n = 0, %y, est un espace vectoriel de dimension finie et le résultat découle du fait
que dans tout espace vectoriel normé la distance 4 un sous-espace de dimension finie est
atteinte.

Passons au ii). Si f est continue sur I et F rationnelle sans pole dans I, f — F est continue
donc bornée sur le segment I. De plus I'ensemble {||f — F||oo / F € Emn,} est non vide et
minoré par 0 : il admet une borne inférieure dy, n(f).

Soit F), = %, avec Py, € R, [X] et Qi € R, [X] sans zéro dans I, une suite de E,, ,, telle
que ||f — Fi||s tend vers dp, (f). Quitte & multiplier Py, et Q) par une méme constante,

on peut supposer ||Qkllco = 1.
De plus la suite || F, — f||co est convergente donc bornée, donc la suite des ||Fy||oo est aussi
bornée par un réel M > 0. On a alors Vk, || Px||oo = ||QkFk||oo777||Qk|loo || Fil|oo < M. Ainsi
les deux suites (Py) et (Q) sont des suites bornées d’un espace normé de dimension finie,
selon le théoréme de Bolzano-Weirstrass il existe ¢ : N — N strictement croissante telle
que (Pyx)) converge vers un polynome P € R,,[X] puis il existe ¢ : N — N strictement
croissante telle que (Qg(y(k)) converge vers un polynéme Q € R, [X].

Attention, Q) n’est pas le polynéme nul (car ||Q||oc = 1) mais a priori il peut s’annuler
dans [0,1].
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Soit F = g € Eun. Pour tout & non zéro de @), on a F(z) = lim

convergence uniforme entraine la convergence simple) et donc

(car la

iy Powm (@) )
() = F@)| = lipl /(@) = 52205 < d()
Comme f est bornée, on en déduit que F est bornée sur le complémentaire d’une partie finie
de [0, 1] donc elle n’a pas de pole dans [0, 1] (si elle avait un péle a on aurait lim,_,, |F(z)| =
+00) et donc F € Ey, .
De plus le calcul précédent montre que ||f — Flloo < dmn(f) et donc, comme l'inégalité
inverse est évidente, on a ||f — F||oco = dm.n(f)-
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