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Soit E,, ’ensemble des polynomes réels a deux variables homogénes de degré n, A, le sous-
ensemble des P € E,, multiples de X2 +Y? et H,, celui des P € E,, harmoniques (i.e. tels que
AP =0).

Montrer qu'on a E,, = A, ® H,.

Solution : - E, est le sous-espace de R[X,Y] de base {XY"~* /i = 0,...,n} donc de
dimension n + 1.

-A,, est 'ensemble des (X? +Y?)Q ott Q € E,,_». En effet, si Q est homogéne de degré n — 2,
il est clair que (X2 +Y?)Q est homogéne de degré n. Inversement, si P € A,,, homogéne de degré
n, s’écrit P = (X% +Y?)Q, alors Q est homogéne de degré n — 2 ; pour le voir on peut invoquer
le résultat suivant

P € R[X,Y] est homogene de degré n si, et seulement si, YA € R, P(AX,\Y) = A"P(X,Y).
La condition nécessaire est évidente. Pour la condition suffisante si P =
E(i DeF a; ; XY, avec F fini, la relation donne ¥(i, j) € F,VY\ € R, a; j(A\" —\"17) =
0 donc, comme R est infini, a; ; =0 dés que i+ j # n.

On déduit que si P = (X? 4+ Y?2)Q est homogéne de degré n, on a

YAER, A(XZ+YHQOAX,\Y) = (X2 +YHQ(AX,\Y)
puis, du fait que R[X,Y] est intégre, VA € R, \"2Q(X,Y) = Q(AX,\Y) ie. Q € Ep,_o.

- On voit donc que A,, est de dimension n—1 car I'application Q € E,,_o +— (X2+Y?)Q € A,
est un isomorphisme.

- Déterminons le noyau de A,, : P € B, — AP. Si P = Z?:o a; XY™ on a




n—2
AP =Y ((n—k)(n—k—Dag+ (k+2)(k + 1)ag2) XFy"—27*
k=0

donc AP est nul si, et seulement si, Vk, ax42 = —%ak c’est a dire si, et seulement

si

—1)k
pour 0 < 2k < n,asr = (_1)kC7%ka ...... Slant2k —+ 1 < n,a2k+1 = (—)Cik"’_lal'
n

Ainsi Iapplication qui a P = Y. ;a; X'Y""* € Ker A associe (ag,a1) € R? est un isomor-
phisme donc Ker A est de dimension 2. De plus tout P € Ker A s’écrit P = agR + a11 avec

R= Z (_1)kc721kX2kyn—2 ...... leqslant?k-{-lgn(_1)k0721k+1X2k+lyn—2k—1 )

0<2k<n

- Déterminons A, NKerA. Si P = aR + bl € Ker A est multiple de X% +Y?, on a un
polynome Q tel que aR + bl = (X2 4+ Y?)Q donc aR(i, 1) + bl (i, 1) = 0 soit

a Y CH4bi Y CHl=0
0<2k<n 0<2k+1<n

ce qui, puisque a,b € R, donnea=b=0 et P =0.

- En conclusion A,, et Ker A ont une intersection réduite a {0} et la somme de leur dimension
est égale a celle de E,, (n+1) donc on a E, = A, ® H,.

Remarques : - Ainsi tout P € E,, s’écrit de maniére unique

P=H+(X?+Y?)Q avec H harmonique et Q € E,_».

On peut décomposer (Q de la méme maniére et en itérant on obtient une écriture P =
S2EOM/2) H,(X2 + Y?)! avec H; harmonique et homogéne de degré n — 2i.

- On peut aussi contourner le calcul en notant que les polynémes (complexes) (X + +iY)"
sont homogénes de degré n et harmoniques. On en déduit aisément que 1 (X +iY)" + (X —iy)")
et &= ((X +14Y)" — (X —iy)") constituent une base de Ker(A,). D’ailleurs ce sont a peu prés les
polynémes R, I ci-dessus.
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